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SERIES & EQUACOES DIFERENCIAIS 5. EDO DE PRIMEIRA ORDEM

5.1, FUNDAMENTOS GERAIS
Uma Equagao Diferencial Ordindria (abrevia-se EDO) de primeira ordem se apresenta sob duas

formas equivalentes:
(i) FORMA NORMAL: ¢y = f(z,y).
(ii) FORMA DIFERENCIAL: P(z,y)dz 4+ Q(z,y)dy = 0.

Neste contexto, destacamos dois grupos de equacoes:
» EDO LINEAR: ¥ + a(z)y = b(x). [a(z) e b(x) continuas]

> EDO EXATA: P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0. [P, = Q]
1. Verifique que a fungao y () dada é solu¢ao da EDO indicada.

(a) y=2e""+ze y' +2y +y=0.

(b) y = Cysen2x + Cy cos 2x; Yy’ +4y = 0.

d ) x .
(¢) z=Cqsen(1/t) + Cycos(1/t); a(t2aj) +t3 =0, t>O0. (& = %‘)
2. Encontre 7 (2), de modo que y = sen (Inz), z > 0, seja solucdo da EDO: [r (z)y'] + % = 0.

3. Determine as constantes C7 e Cs2, de modo que a fungao y (x) atenda as condigoes indicadas.

(a) y(x) = Cyrsen2x + Cycos2x + 1; y(r/8) =0,y (7/8) = 2.

(b) y(z) = C1€2® + Cze® + 2sen ; y(0) =0, (0) =1.
4. Encontre a EDO de primeira ordem, com a seguinte familia de curvas integrais:
(@) y=Cz (b)y*=20z (c)2?+y?>=2Cx (d) zy=C.

5. Determine as trajetdrias ortogonais as seguintes familias de curvas:
(a)y=Xx (b)y?=4)\z (c) 2> +y>—2xx =0 (d) \2z? +y% = \?
(@ay=x (Hy=x" (927 +12=\ (h) 2% -y = A%,
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Cinco ratos, em uma populagao estdvel de 500, sao intencionalmente inoculados com uma doenga
contagiosa para testar uma teoria de disseminagao da epidemia, segundo a qual a taxa da pop-
ulacdo infectada é proporcional ao produto do ntimero de ratos infectados pelo nimero de ratos
sem a doenga. Admitindo que essa teoria seja correta, qual o tempo necessdrio para que a metade

da populacao contraia a doenca?

Sabe-se que a populagdo de certo estado cresce a uma taxa proporcional ao nimero presente de
habitantes. Se apés dez anos a populacdo triplicou e se apds vinte anos a populacao é de 150.000

pessoas, determine o nimero inicial Ny de habitantes no estado.

Um corpo & temperatura de 50°F é colocado ao ar livre onde a temperatura é 100°F. Se, apés
5 minutos, a temperatura do corpo é de 60°F, determine: (a) o tempo t necessdrio para que o

corpo atinja a temperatura de 75°F e (b) a temperatura T do corpo apés 20 minutos.

. Um corpo com temperatura desconhecida é colocado em um quarto que é mantido a temperatura

constante de 30°F. Se, apés 10 minutos, a temperatura do corpo ¢ 0°F e apés 20 minutos é 15°F,

determine a temperatura inicial Ty do corpo.

Um corpo & temperatura de 50°F é colocado em um forno cuja temperatura ¢ mantida em 150°F.
Se, ap6s 10 minutos, a temperatura do corpo é de 75°F, determine o tempo ¢ necessério para que

o corpo atinja a temperatura de 100°F.

Uma barra de ferro, previamente aquecida a 1.200°C), é resfriada em um tanque de dgua mantida
A temperatura constante de 50°C. A barra resfria 200°C' no primeiro minuto. Quanto tempo

levara até que a barra resfrie outros 200°C?

Deixa-se cair de uma altura de 150m um corpo de 15kg de massa, sem velocidade inicial. De-
sprezando a resisténcia do ar, determine a expressao da velocidade v (t) e da posicao y (¢) do corpo

num instante . Qual o tempo necessério para o corpo atingir o solo?

Resolva por integracao formal, indicando onde a solugao estd definida,

(a) ¥ =5y (b) zdz —y*dy=0 (c) /1—y?dz+ (14 2?)dy=0.

Encontre a solugao geral das seguintes equagoes de Bernoulli:
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d
(d) v —y=zy (e) zy —3y =Yy ) zy =y+2y>(1+1nx).

5.2. FATOR INTEGRANTE & EDO EXATA
1. Em cada caso, verifique que a EDO é exata e encontre as curvas integrais.

(a) 322%ydr+23dy =0 (b) (x+ %W)dx +(y— Yy =0 (c) (z—1)*dz—2ydy = 0.

x
2 + y2
2. Determine um fator integrante I (x,y) e as curvas integrais de cada EDO.

(a) (y +2%y?) dz + 2dy = 0 (b) (y — zy?) dz + zdy = 0.
(c) (y+a*y?) do+ xdy =0 (d) zydy + (2% +2y* +2) dy = 0.
(e) zy’dz + (2%y? + 2%y) dy =0 (f) (22 +y*+1)dz — (zy +y)dy = 0.

(g) (2zy® + )2 )di[) +4x?ydy =0 (h) (2% 4+ y* — a?) dz — 2zydy = 0.

(i) (y+2*+2y?) dz —2dy =0 () (z3y* —y) da + (2%y* —2)dy =0
(k) (.’L‘2 + 2+ y) dr —xdy =0 (1) 3x2y2dx + (2:E3y + x3y4) dy = 0.
3. Usando um fator integrante do tipo I = exp (— [ g (y)dy), onde g (y) = 5 (P, — Q) , determine
as curvas integrais da EDO nao linear:
’ 3x2y
- 3 + 2y4 :
4. Escreva a EDO na forma exata e em seguida encontre as curvas integrais
(a) zdy — ydx = (2? + y*) dx (b) xdy + ydz + 2*y* (ydx + xdy) = 0

¢) V2 + y?dx = xdy — ydx (d) 3y (ydz + 3zdy) = 222 (3ydz + 2xdy)

ydx — xdy

(€)=—5 71— = xdy +ydx (f) 3zydx + 222dy = 6y3dz + 12xy%dy.
Ty

5. Em cada caso, use a substitui¢ao indicada e determine a solugao geral da EDO:
(a) y +1=4e Ysenz; z=¢€Y b) (y —4z)de —dy =0; z=y— 4z
() 4(y)? —92=0; z=1v
(e

(&) y(¥)* + (@ —y)y

) d) y'seny =cosy (1l —xzcosy); z=secy
Yte2(z+y)der —dy=0; z=x+y f) (z+y)de+ Bx+3y—4)dy=0; z=z+y

/ T Z:yl

(
(
(
(

h) ¥/ seny = cosx(2cosy —sen’x); z = cosy.
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1. Resolva os seguintes problemas de valor inicial (PVI). Nos problemas de segunda ordem, use a

substituicao z = ¢’ :

@)y —y=1; y(0)=0 (b) ey + 2"y =€, y(0) =1/2+1/e.
(c)zy +2y=12% y(1)=0 (d) (senz)y' + (cosx)y = cos2x; y(§) = %
(e)zy +y=2z; y(l)=1 (f) (2? +v?) do + 2zydy = 0; y(1) =1.

(g) o +2xy =223 y(0)=1 h)y"+y =2, y0)=1; ¢ (0)=1.

~ ydr — xd .
O =0 y@=2 Dy +E) +1=0 yO)=1 yO=1

2. Usando a série de Taylor, resolva os seguintes PVI’s de primeira ordem.
(a)y =2 +y% y(0)=1 (b) o =sen (22 +y), y(0)=n/2.

(€)Y =z+sen(zy), y(0)=1 (d)y =z2+1, y(1)=1

5.4. SOBRE A EXISTENCIA & UNICIDADE
Ao resolver uma EDO, encontramos uma func¢ao y = y (x) que satisfaz a equacdo em cada ponto de
certo intervalo I e a essa funcdo damos o nome de solug¢ao da EDO nesse intervalo. O par constituido de
uma EDO e uma condigao inicial é denominado problema de valor inicial, abreviado por PVI e descrito
matematicamente pelo sistema:
y' = [f(z,y) (5.1)
y(x0) = vo.
Assim, resolver o PVI (5.1) significa encontrar uma solugdo da EDO y' = f(x,y) que passa pelo
ponto (zo,yo) do dominio da fungao f.

EXEMPLO 1 Ao resolver a EDO Linear 4/ = 2y, encontramos a solucio geral y = Ce?*, sendo C' uma

constante real, e Y = €2 ¢ a tnica solucdao do PVI

EXEMPLO 2 E fécil verificar que as funcées y; (z) = 0 e yo (z) = z || sdo solucdes do seguinte PVI:

y' =2/]yl

y(0) = 0.
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Estes exemplos mostram que um dado PVI pode ter apenas uma ou véarias solugoes. Observamos que
para o PVI do Exemplo 1 a fun¢do f(x,y) = 2y ¢é continua em R, juntamente com a derivada parcial
fy, € essas sao as condi¢oes que devem ser atendidas pela fungao f para que o PVI (5.1) tenha solucao

tnica em algum intervalo I contendo xg no seu interior

TEOREMA (EXISTENCIA & UNICIDADE) Se a fun¢ao f(x,y) juntamente com a derivada parcial f,
forem continuas no retangulo Q : |z — xo| < a, |y —yo| < b, entdo o PVI (5.1) tem uma unica solucao
y = y () definida no intervalo I, = [xo — 7,20 + 7], onde 7 = min{a,b/M} e M ¢é o valor maximo

assumido pela funcdo f no retangulo Q. MW

1. Discuta a aplicabilidade do Teorema de Existéncia e Unicidade ao PVI:
xy —2y =0
y(1) = 1.

2

2. Verifique que as fungoes y =0 e y (z) = = sao solugoes do PVI zy’ — 2y =0, y (0) = 0. Por que

esse exemplo nao viola o Teorema de Existéncia e Unicidade?

3. Quantas solucoes da EDO ¢/ = 1 — 32 passam pela origem? Quais sdo essas solucoes?

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.1
1. A comprovacao é feita por substitui¢ao direta na EDO.
2. r(z) =

3. (a) Clz—g—i-%; Cy=—

S

—% ) Ci=-1;Cr=1
4. (a) zdy —ydz =0 (b) ydz —2zdy =0 (c) (x2 — y2) dx +2zydy =0 (d) zdy + ydz = 0.

5. Se as trajetérias sdo descritas pela equagao F'(x,y,\) = 0, entdo as trajetérias ortogonais sao
governadas pela EDO:
Fydr — F.dy = 0.

Nas respostas, representa-se por C' uma constante genérica.
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(a) 22 +y*=C.
(b) 222 +4? =C.

(c) 22 +y%* = Cy, =,y > 0. Neste caso, a EDO resultante ¢ 2zydx + (y2 - :U2) dy = 0 e para

resolvé-la use a substituicdo x = yv e dx = ydv + vdy (ou y = zu e dy = xdu + udx).
(d) 22 +y?> —Ina? =C.
(e) 22 —y? =C.
(f) 2z +y*=C.
(8) y=Cu.
(h) zy=C.

,_ In9
500k

7. N (t) = 16620 exp (0.11t); Ny = 16620.
8. (a) t=15.4 min (b) 79.5°F.
9. Tp = —30°F.
10. T (t) = —100 exp (—0.029¢) + 150; T (100) = 23.9 min.
11. Mais 1.24 min.
12. v(t) =9.81t; y(t) =4.950t%; 5.53seg.
13. (a) Ce® (b) (322 +C) 1/3 (c) arctgx + arcseny = C.
14. (a) y = (Ce ™/ 46)2 (b)z=(1+Ce¥) " (c)y3(Ce® —22—1) =1.
(d) y=(Ce?/? —2—2)? (e) y=(Ca?+ 22°)%2 (f) 22 =y?[C - 22° (2 +Ina)].
EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.2
1. (a) 2y =C (b) 2?2 +y® + 2arctg(z/y) =C (c) 5 (z — 1} —y2=cC.

2. Em alguns casos, o Fator Integrante I (x,y) ¢ determinado de forma sistemética.
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1
(a) i 222 (z + C).
1
(b) In|z|+ i C.
(c) y=(2*/3 - C’a:)_1 .
(d) z%y* +y*+2y° =C.
(e) Infay] =C —y.

4
(f) In|z+ 1|+

(z+1)—y*—2

2(x+1)
(g) 22%y* + 2% =C.

(h) 22 —y? + a? = Ch.

() y=stelc+ ).

() 323y + 2xy* + Cxy = —6.

(k) y=ztg(z+CO).
(1) |z’ y*exp (y*/3) = C.

3. x = (%y4 —|—Cy)1/3.

4. Comece agrupando os termos da EDO.

(a) y=atg(z+0) (b) zy=C
()22 =C(y+ a2 +y?) (d) 223y -32y3=C
(e) 3y* — 3z = Cy (f) 23y? — 322yt = C.

(I(z,y) =22y ?)
(I(z,y) =22y ?)
(I(z,y) =22y ?)
(I(z,y) =y)

(I(z,y) =22y ~?)
(I(z,y) = (z+1)7%)
(I(z,y) = y°)
(I(z,y) =272

(I(z,y) = —2"% =y ?)

5. A mudanga leva a EDO a um dos Grupos vistos em sala de aula.

(a) ¥ =Ce *+2(senx —cosz) (b)In (

(c)y=+2%2+C, C>0

(e) 2x — 2y —sen (2z +2y) =C
(g) 2’ +y*=C, z+y <0

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.3

y—4x -2
y—4x + 2
(d) y = arcsec (1 + x + Ce*)

>—4(:E—C):0

)22 —z—y|l+x+3y=C

(h) cosy = Ce™25n% 4 L (senz —sen’z + 1)

1. As constantes que figuram na solucao geral ou na familia de curvas integrais sdo calculadas com

o dado inicial.
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(a)y=e"—1 (b)y=3+exp(—e*) (c)y=7(z*—27?) (d) y=cosx +1/2senx
(e)y==x Oy=/@—23/3z (g)y=2"422—-1 (h)y=2z+e"
Hy== () y=3@@+1)+3

2. O método da Série de Taylor, como o préprio nome sugere, inicia-se admitindo que a solugao da

EDO pode ser representada por sua série de Taylor em torno do ponto inicial. Tal método, embora

préatico, nos parece pouco eficaz por nao fornecer uma férmula de recorréncia para os coeficientes

da série.

(@) y(@)=1l+a+a?+ 523+ Iat+..-.
(b) y(x>:%+%$—%m3—%x4+..._
() y(@)=1+2%+ Zat+---.

@ y@) =1+2@-D+3@@-1)°+Z@-1)7°+....
EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.4

1. Sim. Neste caso 3y’ = f (z,y), sendo f (z,y) = 2y/x continua, juntamente com a derivada parcial

fy, em um ”pequeno retangulo” contendo o ponto A (1,1).

2. O Teorema de Existéncia e Unicidade néo é violado, porque ele nao se aplica neste caso.

exp (2z) — 1

=72~ ¢ a tnica solucdao da EDO 3/ = 1 — y? que passa pela origem.
exp (2z) + 1

3. A funcao y =




